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 مقدمه  -1

 رویکرد. در 2مرزی غیرو  1های مرزی رویکردوجود دارد: وری  گیری تغییر )رشد( بهره اندازهبرای  تکنیکطور کلی دو  به

ها یا  معین نهاده  ه سطحهای قابل دسترس با توجه ب مرزی هدف پیدا کردن یک تابع کراندار به معنی بهترین موقعیت

های نمونه برآورد  مرزی اغلب یک تابع متوسط با استفاده از داده غیر رویکرداین در حالی است که در  است. ها قیمت

گام مقایسه عملکرد واقعی یک بنگاه با حداکثر عملکرد بالقوه خودش از که در رویکرد مرزی هن . از آنجاییشود می

 تر است. توان گفت این رویکرد برای توصیف رفتار یک صنعت یا بنگاه مناسب شود، می استفاده می 3زنی محک

( 5)مرز(، کارایی یک بنگاه به عنوان فاصله این بنگاه با مرز )تابع فاصله 4مرزی با توجه به بهترین تجربیات رویکرددر 

بنگاه مورد بررسی  یور بهره ،6با استفاده از توابع فاصله تخمینی و بر اساس شاخص مالکوئیست ،محاسبه شده و سپس

انجام شود.  8پارامتری ر و هم به روش غی 7تواند هم به روش پارامتری گیری توابع فاصله می اندازه شود. محاسبه می

 است. (DEA) 9ها ، روش تحلیل پوششی دادهپارامتری ترین روش غیر  معروف

 کارایی  -2

 عملکرد به نسبت را صنعت یک در بنگاه یک عملکرد که کرد معرفی را شاخصی بنگاه یک عملکرد ارزیابی در( 1957) فارل

به منظور بررسی این شاخص، یک صنعت با چهار بنگاه فرضی را . کند می گیری اندازه صنعت در موجود های بنگاه بهترین

 گیرد. ها مورد ارزیابی قرار می ها و ستانده ها در دو حالت ممکن برای تعداد نهاده در نظر بگیرید. در ادامه، عملکرد بنگاه

 حالت تک نهاده تک ستانده

را در نظر بگیرید که با استفاده از یک نهاده ( (DMU) 10گیرنده واحدهای تصمیمیک صنعت متشکل از چهار بنگاه )

ها با استفاده از مقادیر متفاوت نهاده،  شود که بنگاه کنند. مشاهده می ( تولید می1)سرمایه( یک ستانده را به شرح جدول )

توان عملکرد  نه میها چگو کنند. اکنون این سوال مطرح است که با استفاده از این داده مقادیر متفاوتی از ستانده را تولید می

ها در ستون چهارم جدول  های ستانده به نهاده است. این نسبت ترین روش، استفاده از نسبت سادهها را مقایسه کرد؟  آن

ترین میزان ستانده برای هر واحد نهاده را دارد. با توجه  پایین Bبالاترین و بنگاه  Aآورده شده است. واضح است که بنگاه 

درصد قرار دادن  100ها را با این بنگاه مقایسه کرد. با  توان عملکرد سایر بنگاه بالاترین نسبت را دارد، می Aکه بنگاه  به این

                                                           
1
. Frontier 

2
. Non Frontier 

3
. Benchmarking 

4
. Best practice 

5
. Distance function 

6
. Malmquist 

7
. Parametric  

8
. Non-Parametric  
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ها را محاسبه کرد که نتایج آن در ستون پنجم جدول آورده شده  سایر بنگاه 11توان کارایی نسبی می ،Aکارایی عملکرد بنگاه 

 است. 

 نهاده تک ستانده( )حالت تک : عملکرد چهار بنگاه1جدول 

 بنگاه
 نهاده )سرمایه(
 )میلیون ریال(

 ستانده )ارزش افزوده(
 )میلیون ریال(

ستانده برای هر واحد 
 نهاده

 کارایی نسبی
 )درصد(

A 6/8 8/1 209/0 100 

B 2/2 2/0 091/0 4/43 

C 6/15 8/2 179/0 8/85 

D 6/31 1/4 130/0 0/62 

 دست به استفاده مورد نهاده از واحد هر برای را ستانده از معین مقدار یک است قادر A بنگاه اگرفرض مبنایی این است که 

، اگر به صورت آورند دست به را ستانده مقدار همین بتواند باید نیز( مشابه های بنگاه) صنعت های بنگاه سایر بنابراین ،آورد

 کارا عمل کنند. 

درصد، یعنی  100سازد به کارایی  ها را قادر می را در نظر گرفت که آن 12توان عملکرد هدف های ناکارا می برای بنگاه

کند  های صنعت فعالیت می در شرایطی مشابه شرایط سایر بنگاه Aبرسند. باید توجه داشت که بنگاه  A عملکرد بنگاه کارای

آن مقدار از  ،Bبرا بنگاه  13هاده هدفبینانه است. ن و بنابراین استفاده از عملکرد آن به عنوان عملکرد معیار یا محک، واقع

 کند.  تولید را کارآمد بنگاه نهاده به ستانده نسبت همانسازد  نهاده سرمایه است که این بنگاه را قادر می

نهاده هدف = مقدار واقعی نهاده ×  (100/کارایی نسبی)

 :Bبرای بنگاه 

( = نهاده هدف2/2 ×( 4/43 ÷100= )) 955/0  

میلیون ریال  2/0میلیون ریال سرمایه،  955/0به نحوی عمل کند که با استفاده از  Bمعنی این عدد این است که اگر بنگاه 

 خواهد داشت.  Aستانده تولید کند، آنگاه کارایی به اندازه بنگاه 

دهند،  ها ناکارا، از مقدار نهاده واقعی که مورد استفاده قرار می نکته حایز اهمیت این است که نهاده هدف برای بنگاه  

 شود.  نامیده می 14کوچکتر است. اختلاف بین مقدار نهاده واقعی و نهاده هدف، مازاد نهاده

مازاد نهاده = مقدار واقعی نهاده −  نهاده هدف

 :Bبرای بنگاه 

( = مازاد نهاده2/2 -955/0) = 245/1  
                                                           

11. Relative Efficiency 

12. Performance Target 

13. Input Target 

14. Input Slack 
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 توان به صورت درصد نیز بیان کرد: مازاد نهاده را می

درصد مازاد نهاده = (نهاده واقعی/نهاده مازاد) × 100 

 :Bبرای بنگاه 

(( = درصد مازاد نهاده245/1 ÷2/2) ×100= ) 6/56  

درصد  57کارا باشد، باید ستانده خود را با استفاده از حدود  Aبخواهد به اندازه بنگاه  Bاین بدین معنی است که اگر بنگاه 

 کمتر از نهاده خود تولید کند.

عنوان  ها نیز به طور مشابه قابل محاسبه است که انجام آن به نهاده هدف، مازاد نهاده و درصد مازاد نهاده برای سایر بنگاه

 شود.    تمرین به خواننده واگذار می

و درصد مازاد ستانده را محاسبه کرد. البته باید توجه داشت که  16، مازاد ستانده15توان ستانده هدف میبا منطقی مشابه، 

 تر است.  ستانده هدف از مقدار ستانده واقعی بزرگ

ستانده هدف  = مقدار واقعی ستانده ×  (100/کارایی نسبی)

مازاد ستانده = ستانده هدف −  مقدار ستانده واقعی

درصد مازاد ستانده = ( دمازا (ستانده واقعی/ستانده  × 100 

 :Bبرای بنگاه 

( = ستانده هدف2/0 ×( 4/43 ÷100= )) 46/0  

( = مازاد ستانده46/0 -2/0= ) 26/0  

(( = درصد مازاد ستانده26/0 ÷2/0) ×100= )130  

میلیون دلار ستانده تولید کند.  46/0کارا باشد، باید با همان سطح از نهاده،  Aبخواهد به اندازه بنگاه  Bبنابراین، اگر بنگاه 

 130باید با استفاده از همان سطح از نهاده خود،  Aتوان گفت، این بنگاه برای داشتن کارایی به اندازه بنگاه  همچنین می

 درصد ستانده خود را افزایش دهد.  

 نهاده تک ستانده دوحالت 

را در نظر بگیرید که با استفاده از دو نهاده سرمایه و نیروی کار، یک ستانده را  (DMU) از چهار بنگاه یک صنعت متشکل

ها را مقایسه کرد؟ همانند حالت قبل  توان عملکرد این بنگاه کنند. سوال این است که چگونه می ( تولید می2به شرح جدول )

اشت که در اینجا دو نسبت برای مقایسه مطرح است: ستانده برای هر واحد ها استفاده کرد، اما باید توجه د توان از نسبت می

های پنجم  های مورد نظر محاسبه و در ستون ها برای بنگاه سرمایه و ستانده برای هر واحد نیروی کار. هر یک از این نسبت

  اند.  و ششم جدول زیر آورده شده

                                                           
15. Output Target 

16. Output Slack 
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 نده()حالت دو نهاده تک ستا : عملکرد چهار بنگاه2جدول 

 بنگاه

 ها نهاده

 ستانده )ارزش افزوده( 
 )میلیون ریال(

ستانده برای هر 
 واحد سرمایه

ستانده برای هر 
 واحد نیروی کار

 سرمایه )میلیون ریال(
تعداد نیروی 
 کار )هزار نفر(

A 6/8 8/1 8/1 209/0 1 

B 2/2 7/1 2/0 091/0 118/0 

C 6/15 6/2 8/2 179/0 077/1 

D 6/31 3/12 1/4 130/0 333/0 

بالاترین میزان ستانده را به ازای  Cبالاترین میزان ستانده را به ازای هر واحد سرمایه، و بنگاه  Aشود که بنگاه  مشاهده می

توان  که مشخص نیست کدام نسبت از اهمیت بیشتری برخوردار است، نمی کند. با توجه به این هر واحد نیروی کار تولید می

توان نتیجه گرفت که  کاراتر است یا بالعکس. در این صورت چگونه می Cدر مقایسه با بنگاه  Aنتیجه گرفت که بنگاه 

ها  های )سرمایه و نیروی کار( آن ناکارا هستند، زیرا نسبت ستانده به نهاده Cو  Aهای  در مقایسه با بنگاه Dو  B های بنگاه

 کمتر است.

های دو نهاده و یک ستانده،  های مختلف، در مسائل مربوط به حالت حل برای برطرف کردن مشکل تفسیر نسبت یک راه

های جدول فوق )نسبت نهاده به ستانده( برای هر کدام از  استفاده از معکوس نسبتهای نموداری است. با  استفاده از تحلیل

 ( ترسیم شده است. 1های مورد بررسی، شکل ) بنگاه

 : تحلیل نموداری عملکرد چهار بنگاه )حالت دو نهاده تک ستانده(1 شکل
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هاده کمتری را برای هر واحد ستانده مصرف هایی که کارا هستند، ن ( آورده شده است. بنگاه3های معکوس در جدول ) نسبت

در مقایسه با سایر  Cو  Aهای  تر گفته شد، بنگاه طور که پیش تر هستند. همان کنند و بنابراین به مبدا مختصات نزدیک می

  های کارا رسم کرد. کننده بنگاه را به عنوان خط متصل 17توان مرز کارایی ها، می . بر اساس این نسبتها کاراتر هستند بنگاه

هایی که روی آن قرار  ( مشخص شده است. این مرز یک معیار استاندارد عملکرد است که بنگاه1مرز کارایی در شکل )

کارا در نظر  درصد 100( به صورت Cو  Aهای  هایی که روی مرز قرر دارند )بنگاه ندارند، باید خود را به آن برسانند. بنگاه

 شوند.  ها ناکارا محسوب می (، بنگاهDو  Bهای  هایی که روی مرز قرار ندارند )بنگاه شوند. بنگاه گرفته می

 نسبت نهاده به ستانده -)حالت دو نهاده تک ستانده( : عملکرد چهار بنگاه3جدول 

 بنگاه
سرمایه برای 
 هر واحد ستانده

نیروی کار برای 
 هر ستانده

A 778/4 1 

B 11 5/8 

C 571/5 929/0 

D 707/7 3 

شود. این  نامیده می 18کند، چنین تحلیلی با استفاده از مرز کارایی اغلب تحلیل مرزی ( بیان می1957طور که فارل ) همان

 دهد.  گیری کارایی را شکل می مرز کارایی اساس اندازه

هایی که روی مرز قرار دارند توجه به این نکته ضروری است که قرار گرفتن روی مرز لزوما به این معنی  در خصوص بنگاه

ها  های موجود بهترین بنگاه ها بر اساس داده ها امکان بهبود عملکرد وجود ندارد. در واقع، این بنگاه نیست که برای این بنگاه

شود عملکرد این دو بنگاه بهترین عملکرد قابل  ها عملکرد بهتری را نشان ندادند، فرض می که سایر بنگاه هستند. از آنجایی

شود. بنابراین آنچه مورد توجه  بندی می ها نیز نسبت به بهترین عملکرد قابل دستیابی رتبه دستیابی است. عملکرد سایر بنگاه

 است، کارایی نسبی است نه کارایی مطلق.  

که این بنگاه روی مرز  را در نظر بگیرید. از آنجایی Bگیری کرد. بنگاه  های ناکارا را اندازه ی نسبی بنگاهتوان کارای اکنون می

نفر نیروی کار استفاده  1700میلیون ریال سرمایه و  2/2شود. این بنگاه از  کارایی قرار ندارد، یک بنگاه ناکارا محسوب می

های آن )یعنی نسبت سرمایه به نیروی کار( تغییر  که نسبت نهاده ه بدون اینکند. فرض کنید ستانده بنگاه افزایش یافت می

حرکت کند. واضح است که  Bتواند روی خط واصل مبدا مختصات به نقطه  می B( بنگاه 1کند. در این صورت، در شکل )

 Eهد. مختصات نقطه د رخ می OBیعنی محل برخورد مرز کارایی و خط ،Eدر نقطه  Bبهترین عملکرد ممکن برای بنگاه 

 با استفاده از یک تحلیل هندسی قابل تعیین است. 

                                                           
17. Efficiency Frontier 

18. Frontier Analysis 
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( باشد، زیرا این خط بهترین عملکرد قابل 1در شکل ) AGتواند زیر خط  توجه داشته باشید که بهترین عملکرد ممکن نمی

 Bدستیابی را برای بنگاه  بهترین عملکرد قابل Aاست. بنابراین، بنگاه  Aکند که در اینجا بنگاه  دستیابی را تعریف می

های  های کارا هستند. بنگاه های همتا همواره بنگاه شود. بنگاه نامیده می Bبنگاه  19همتا Aرو، بنگاه  کند. از این مشخص می

 های همتای خود، کاراییشان را بهبود دهند.  کنند تا با تقلید از بنگاه ناکارا تلاش می

 OBبه فاصله  OEرا به صورت نسبت فاصله  Bتوان کارایی نسبی بنگاه  ، میبا در نظر گرفتن بهترین عملکرد ممکن

 گیری کرد.  اندازه

B  (OE/OB) = کارایی نسبی بنگاه )عملکرد واقعی/ بهترین عملکرد ممکن( = 

                              = (√(3.69)2 + (4.78)2) /(√(8.5)2 + (11)2) = 0.4344 

 را نیز برآورد کرد.   Dتوان کارایی نسبی بنگاه  طور مشابه می درصد است. به 44/43برابر با  Bبنابراین، کارایی نسبی بنگاه 

را به عنوان  Bتوان نهاده و ستانده هدف را برآورد کرد. مجددا بنگاه  همانند حالت تک نهاده تک ستانده، در اینجا نیز می

 سه طریق برای رسیدن به مرز کارایی حرکت کند.  تواند حداقل از بنگاه ناکارا در نظر بگیرید. این بنگاه می

تواند  تعداد نیروی کار خود را کاهش دهد، بدون اینکه سرمایه و ستانده آن تغییر کند، آنگاه می Bکه بنگاه  الف( در صورتی

که ستانده بنگاه  است. از آنجایی 9286/0حرکت کند که در این نقطه نسبت نیروی کار به ستانده برابر با  Fبه سمت نقطه 

B  توان گفت: میلیون ریال است، می 2/0معادل 

( = نهاده هدف برای نیروی کار9286/0 × 2/0= ) 1857/0  

( = مازاد نهاده برای نیروی کار7/1 - 1857/0= ) 5143/1  

(( = درصد مازاد نهاده برای نیروی کار5143/1 ÷7/1) ×100= )1/89  

نهاده سرمایه خود را کاهش دهد، بدون اینکه تعداد نیروی کار و ستانده آن تغییر کند، آنگاه  Bکه بنگاه  ب( در صورتی

که ستانده  است. از آنجایی 78/4حرکت کند که در این نقطه نسبت سرمایه به ستانده برابر با  Gتواند به سمت نقطه  می

 توان گفت:  میلیون ریال است، می 2/0معادل  Bبنگاه 

( = نهاده هدف برای سرمایه78/4 × 2/0= ) 956/0  

( = مازاد نهاده برای سرمایه2/2 – 956/0= ) 244/1  

درصد مازاد نهاده برای سرمایه (( =244/1 ÷2/2) ×100= )65/56  

هر دو نهاده نیروی کار و سرمایه خود را به یک اندازه کاهش دهد یا اینکه ستانده خود را افزایش  Bکه بنگاه  ج( در صورتی

حرکت کند. در این صورت که در این نقطه  Eتواند به سمت نقطه  ها تغییر کند(، آنگاه می که نسبت نهاده دهد )بدون این
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که نیروی کار و سرمایه  است. از آنجایی 78/4و نسبت سرمایه به ستانده برابر با  69/3نیروی کار به ستانده برابر با  نسبت

 توان گفت:  میلیون ریال است، می 2/2هزار نفر و  7/1بنگاه به ترتیب برابر با 

( = ستانده هدف برای سرمایه7/1 ÷ 69/3( = )2/2 ÷ 78/4= )46/0  

( = مازاد ستانده46/0 – 2/0= ) 26/0  

(( = درصد مازاد ستانده26/0 ÷2/0) ×100= )130  

 (DEA) ها داده پوششی رویکرد تحلیل -3

تر از حالت تک نهاده و تک ستانده است. به  طور که گفته شد، ارزیابی عملکرد در حالت دو نهاده و یک ستانده، پیچیده همان

های نموداری برای تحلیل این حالت استفاده شد. با این حال، اگر تعداد نهاده و ستانده بیشتری در نظر  همین دلیل از تحلیل

بندی کلی ریاضی برای استفاده  داری قابلیت استفاده نخواهند داشت. بنابراین، یک فرمولهای نمو گرفته شود، دیگر تحلیل

 در حالت چند نهاده و چند ستانده مورد نیاز است. 

( مطرح شد، اما چارچوب ریاضی برای استفاده در 1957های تحلیل مرزی ابتدا توسط فارل ) توجه داشته باشید که روش

( معرفی 1966) 20ای توسط چارنز و همکاران بار در مطالعه نخستینبعد ارائه شد. این چارچوب  سال 20تحلیل مرزی تقریبا 

 تحلیلرا رویکرد  ریزی خطی برای محاسبه کارایی را بیان کرده و آن شد. در مطالعه مذکور، نویسندگان یک تکنیک برنامه

 نامیدند.  (DEA) ها داده پوششی

𝑛بردار ستانده است. همچنین، زیرنویس  𝑦 بردار نهاده و 𝑥فرض کنید  = 1,2, … , 𝑁  و𝑚 = 1,2, … , 𝑀  به ترتیب

ستانده برای  امین-mدهنده  نشان 𝑦𝑚 نهاده و امین-nدهنده  نشان 𝑥𝑛که  طوری بیانگر نهاده و ستانده معینی هستند. به

  است. (DMU)گیرنده  تصمیم امین-kواحد 

شوند. بنابراین، نهاده  می 21ها تجمیع های چندگانه به صورت خطی و با استفاده از وزن ها و ستانده نهاده ،DEAدر رویکرد 

 آید.  های آن به دست می یک بنگاه به صورت جمع خطی وزنی تمام نهاده 22مجازی

Virtual Input = ∑ 𝑢𝑛𝑥𝑛
𝑁
𝑛=1 (1)                                                                                                     

 ها است.  در تجمیع نهاده 𝑥𝑖وزن نهاده  𝑢𝑖که  طوری به

  آید.  های آن به دست می  یک بنگاه به صورت جمع خطی وزنی تمام ستانده 23ستانده مجازیطور مشابه،  به

Virtual Output = ∑ 𝑣𝑚𝑦𝑚
𝑀
𝑚=1 (2)                                                                                                

  

 ها است.  در تجمیع ستانده 𝑦𝑗وزن ستانده  𝑢𝑗که  طوری به
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ورت ص توان به ها را می ها به ستانده در تبدیل نهاده DMUبر اساس نهاده مجازی و ستانده مجازی معین، کارایی یک 

 نسبت ستانده مجازی به نهاده مجازی تعریف کرد. 

کارایی = نهاده مجازی/ستانده مجازی (3)                                                                                                

ها است. دلیل این اهمیت این است که مجموعه منحصر بفردی  ترین موضوع در این مرحله، تعیین وزن واضح است که مهم

ها استفاده  های یکسانی برای آن توان از وزن های مختلف، نمی DMUهای موجود بین  ها وجود ندارد. به دلیل تفاوت از وزن

 ها را منعکس کند.  DMUها و الزامات )عملکرد(  ندیپذیر بوده و نیازم ها باید انعطاف کرد. وزن

 ریاضی سازی بهینه از استفاده با ها DMU از یک هر برای بفرد منحصر ایی مجموعه تعیین DEA روش مزیت ترین مهم

 اینکه به مشروط کند، کثر حدا را بررسی مورد بنگاه کارایی که شوند می تعیین ای گونه به ها وزندر این رویکرد،  .است

 DMUعنوان  شود، به که کارایی آن حداکثر می DMUهر  .باشد یک و صفر بین( ها وزن همین با) ها بنگاه سایر کارایی

 شود.  شناخته می  24مرجع یا پایه

 DEA 25ریزی کسری برنامه

 امین-kتوان  است. اکنون می Kشوند، برابر با  های یک صنعت که از نظر کارایی مقایسه می DMUفرض کنید تعداد 

DMU ( کارایی آن را حداکثر کرد3را در نظر گرفته و بر اساس رابطه ).  

max 𝐸𝑘 = ∑ 𝑣𝑚𝑘𝑦𝑚𝑘

𝑀

𝑚=1

∑ 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘

𝑁

𝑛=1

⁄  

              𝑠. 𝑡     0 ≤ ∑ 𝑣𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

∑ 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

⁄  ≤ 1; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝐾 

           𝑣𝑚𝑘  𝑎𝑛𝑑 𝑢𝑛𝑘 ≥ 0;  𝑛 = 1,2, 𝑆, 𝑁;  𝑚 = 1,2, 𝑆, 𝑀  (4)                                                                

بیانگر وزن مربوط  𝑣𝑂,𝐴مربوط به حالت دو نهاده تک ستانده را در نظر بگیرید. عبارت  Dو  A ،B ،Cاطلاعات چهار بنگاه 

دهنده ستانده و دومین زیرنویس  نشان بنگاه مرجع است. اولین زیرنویس ،Aبه تنها ستانده تولیدی است هنگامی که بنگاه 

های نهاده نیروی کار و سرمایه  به ترتیب وزن 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴و  𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴گذاری مشابه،  مرجع است. با نشانه DMUکننده  بیان

 د:شو به صورت زیر تعریف می Aدهند. در این صورت، کارایی بنگاه  را نشان می Aبنگاه 

𝐸𝐴 = (1.8 𝑣𝑂,𝐴) (1.8 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)⁄   (5)                                                                             

 رو، حداکثرسازی مقید این کارایی است.  سازی پیش بنابراین، مسئله بهینه

max 𝐸𝐴 = (1.8 𝑣𝑂,𝐴) (1.8 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)⁄  

              𝑠. 𝑡    
                    0 ≤ 𝐸𝐴 = (1.8 𝑣𝑂,𝐴) (1.8 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)⁄  ≤ 1 

                    0 ≤ 𝐸𝐵 = (0.2 𝑣𝑂,𝐴) (1.7 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 2.2 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)⁄  ≤ 1 
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                    0 ≤ 𝐸𝐶 = (2.8 𝑣𝑂,𝐴) (2.6 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 15.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)⁄  ≤ 1 

                    0 ≤ 𝐸𝐷 = (4.1 𝑣𝑂,𝐴) (12.3 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 31.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)⁄  ≤ 1 

                 𝑣𝑂,𝐴, 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴, 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴 ≥ 0  (6)                                                                                           

دهد. اگر  را به دست می Aحداکثر کننده کارایی بنگاه  𝑢و  𝑣های  شود، وزن ریزی فوق حل می که مسئله برنامه هنگامی

𝐸𝐴کارایی واحد باشد  = شود بنگاه به  گیرد. در غیر این صورت گفته می ، آنگاه بنگاه کارا بوده و روی مرز کارایی قرار می1

 صورت نسبی ناکارا است. 

دهد. برای  ( را به دست میAریزی ریاضی فوق تنها کارایی یک بنگاه )بنگاه  ه باشید که حل مسئله برنامهتوجه داشت

ها حل کرد.  ای مشابه را با مرجع فرض کردن هر کدام از آن باید مسئله Dو  B ،Cهای  کارایی بنگاه 26دست آوردن نمره به

 ریزی زیر حل شود.  اید مسئله برنامهب Bبرای مثال، برای به دست آوردن نمره کارایی بنگاه 

max 𝐸𝐵 = (0.2 𝑣𝑂,𝐵) (1.7 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐵 + 2.2 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐵)⁄  

              𝑠. 𝑡    
                    0 ≤ 𝐸𝐴 = (1.8 𝑣𝑂,𝐵) (1.8 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐵 + 8.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐵)⁄  ≤ 1 

                    0 ≤ 𝐸𝐵 = (0.2 𝑣𝑂,𝐵) (1.7 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐵 + 2.2 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐵)⁄  ≤ 1 

                    0 ≤ 𝐸𝐶 = (2.8 𝑣𝑂,𝐵) (2.6 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐵 + 15.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐵)⁄  ≤ 1 

                    0 ≤ 𝐸𝐷 = (4.1 𝑣𝑂,𝐵) (12.3 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐵 + 31.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐵)⁄  ≤ 1 

                 𝑣𝑂,𝐵 , 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐵 , 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐵 ≥ 0  (7)                                                                                          

 DEA 27خطیریزی  برنامه

 مشکل آن حل اغلب که است کسری یریاض ریزی برنامه مسئله یک فوق ریاضی ریزی برنامه مسئلهتوجه داشته باشید که 

تر خواهد بود.  راحت  ریزی ریاضی خطی، تبدیل شود آنگاه حل آن تری، مانند برنامه بندی ساده به فرمول  . اگر این برنامهاست

ریزی خطی، نرمال کردن صورت کسر یا مخرج  ریزی کسری به مسئله برنامه ترین راه برای تبدیل این مسئله برنامه ساده

 ی است. ریزی کسر کسر تابع هدف در مسئله برنامه

( به رابطه زیر 4ریزی کسری را در نظر بگیرید. در این صورت رابطه ) سازی مخرج کسر تابع هدف در مسئله برنامه نرمال

 شود:  تبدیل می

max 𝐸𝑘 = ∑ 𝑣𝑚𝑘𝑦𝑚𝑘

𝑀

𝑚=1

 

              𝑠. 𝑡    ∑ 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

= 1 ; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

                     ∑ 𝑣𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

− ∑ 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

 ≤ 0 ; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 
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           𝑣𝑚𝑘  𝑎𝑛𝑑 𝑢𝑛𝑘 ≥ 0;  𝑛 = 1,2, 𝑆, 𝑁;  𝑚 = 1,2, 𝑆, 𝑀  (8)                                                               

∑ها مقید به واحد بودن است ) ریزی ریاضی خطی، مجموع وزن نهاده در این برنامه 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠
𝑁
𝑛=1 = که تابع  (. از آنجایی1

ریزی ریاضی خطی را برنامه  ها است که باید حداکثر شود، این مسئله برنامه هدف به صورت مجموع وزنی ستانده

 نامند.  می DEAحداکثرسازی ستانده در رویکرد 

 به صورت زیر خواهد بود:  Aریزی ریاضی خطی برای بنگاه  بدین ترتیب، برنامه

max 𝐸𝐴 = 1.8 𝑣𝑂,𝐴 

              𝑠. 𝑡    

                  1.8 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴 = 1 

                   (1.8 𝑣𝑂,𝐴) − (1.8 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                   (0.2 𝑣𝑂,𝐴) − (1.7 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 2.2 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                   (2.8 𝑣𝑂,𝐴) − (2.6 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 15.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                   (4.1 𝑣𝑂,𝐴) − (12.3 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 31.6 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                 𝑣𝑂,𝐴, 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴, 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴 ≥ 0  (9)                                                                                            

ها  سازی مجموع وزنی نهاده صورت حداقل پذیر است که به ریزی ریاضی خطی مشابه دیگری نیز امکان یک مسئله برنامه

سازی  ریزی به برنامه حداقل ها مقید به واحد بودن است. این مسئله برنامه شود. در این مسئله مجموع وزن ستانده تعریف می

 معروف است.  DEAنهاده در رویکرد 

min 𝜑𝑘 = ∑ 𝑢′
𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘

𝑁

𝑛=1

 

              𝑠. 𝑡     ∑ 𝑣′
𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

= 1; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

                      ∑ 𝑣′
𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

− ∑ 𝑢′
𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

 ≤ 0 ; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

                 𝑣′
𝑚𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑢′

𝑛𝑘 ≥ 0;  𝑛 = 1,2, 𝑆, 𝑁;  𝑚 = 1,2, 𝑆, 𝑀  (10)                                                       

ریزی  سازی نهاده، معکوس ارزش بهینه تابع هدف برنامه ریزی حداقل بر اساس ماهیت مسئله، ارزش بهینه تابع هدف برنامه

 حداکثرسازی ستانده است.  

 به صورت زیر خواهد بود:  Aریزی ریاضی خطی برای بنگاه  بدین ترتیب، برنامه

min 𝜑𝐴 = 1.8 𝑢′
𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢′

𝐶𝐴𝑃,𝐴 

              𝑠. 𝑡    

                 1.8 𝑣′
𝑂,𝐴 = 1 

                   (1.8 𝑣′
𝑂,𝐴) − (1.8 𝑢′

𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 8.6 𝑢′
𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                   (0.2 𝑣′
𝑂,𝐴) − (1.7 𝑢′

𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 2.2 𝑢′
𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                   (2.8 𝑣′
𝑂,𝐴) − (2.6 𝑢′

𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 15.6 𝑢′
𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 
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                   (4.1 𝑣′
𝑂,𝐴) − (12.3 𝑢′

𝐸𝑀𝑃,𝐴 + 31.6 𝑢′
𝐶𝐴𝑃,𝐴)  ≤ 0 

                 𝑣′
𝑂,𝐴, 𝑢′

𝐸𝑀𝑃,𝐴, 𝑢′
𝐶𝐴𝑃,𝐴 ≥ 0  (11)                                                                                     

معرفی شدند. بلافاصله پس از آن، نویسندگان  1978چارنز و همکاران در سال ای بود که توسط  های پایه ها، مدل این مدل

ریزی خطی مرسوم، متغیرهای تصمیم غیر منفی  ه(. در مسئله برنام1979دست به اصلاح جزئی زدند )چارنز و همکاران، 

توانند صفر یا مثبت باشند. با این حال، نویسندگان انتخاب کردند که متغیرهای تصمیم  ها می هستند. به عبارت دیگر، آن

ها  ن وزنها قیود غیر منفی بود ها( را اکیدا مثبت در نظر بگیرند. بدین ترتیب، آن )یعنی وزن DEAریزی خطی  مسئله برنامه

(𝑣𝑂,𝐴, 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴, 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴 ≥ ,𝑣𝑂,𝐴)را با قیود اکیدا مثبت بودن (0 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴, 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴 > جایگزین کردند. این   (0

,𝑣𝑂,𝐴)های ستانده و نهاده را به صورت  اصلاح، وزن 𝑢𝐸𝑀𝑃,𝐴, 𝑢𝐶𝐴𝑃,𝐴 > 𝜀) طوری که  کند. به محدود می𝜀  یک اسکالر

 است.    6−10یا   5−10نهایت کوچک و معمولا به صورت  ثابت بی

28های  به مدل DEAهایی که تا کنون بحث شد، در ادبیات  مدل
CCR  .معروف هستند 

 CCR DEA های فرم عمومی مدل

 توان به صورت زیر بیان کرد: را می CCR DEAمدل عمومی حداکثرسازی ستانده 

max 𝑧 = ∑ 𝑣𝑚𝑘𝑦𝑚𝑘

𝑀

𝑚=1

 

              𝑠. 𝑡    ∑ 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

= 1 ; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

            ∑ 𝑣𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

− ∑ 𝑢𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

 ≤ 0 ; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

           𝑣𝑚𝑘  𝑎𝑛𝑑 𝑢𝑛𝑘 ≥ 𝜀;  𝑛 = 1,2, 𝑆, 𝑁;  𝑚 = 1,2, 𝑆, 𝑀  (12)                                                               

 توان به فرم ماتریسی نیز بیان کرد: ریزی را می این مسئله برنامه

max 𝑧 = 𝑉𝑚
𝑇𝑌𝑚 

              𝑠. 𝑡    𝑈𝑚
𝑇 𝑋𝑚 = 1 

                      𝑉𝑚
𝑇 𝑌𝑚 − 𝑈𝑚

𝑇 𝑋𝑚  ≤ 0  

                   𝑉𝑚
𝑇  𝑎𝑛𝑑 𝑈𝑚

𝑇 > 𝜀  (13)                                                                                                      

 به ترتیب بیانگر ماتریس ستانده و ماتریس نهاده است.  𝑋و  𝑌که  طوری به

 توان به صورت زیر بیان کرد: را می CCR DEAسازی نهاده  طور مشابه، مدل عمومی حداقل به

min 𝑧′ = ∑ 𝑢′
𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘

𝑁

𝑛=1
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              𝑠. 𝑡     ∑ 𝑣′
𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

= 1; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

                      ∑ 𝑣′
𝑚𝑘𝑦𝑚𝑠

𝑀

𝑚=1

− ∑ 𝑢′
𝑛𝑘𝑥𝑛𝑠

𝑁

𝑛=1

 ≤ 0 ; 𝑠 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

                 𝑣′
𝑚𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑢′

𝑛𝑘 ≥ 𝜀;  𝑛 = 1,2, 𝑆, 𝑁;  𝑚 = 1,2, 𝑆, 𝑀  (14)                                                        

 توان به فرم ماتریسی نیز بیان کرد: ریزی را می این مسئله برنامه

min 𝑧′ = 𝑈′
𝑚
𝑇

𝑋𝑚 

              𝑠. 𝑡    𝑉′
𝑚

𝑇
𝑌𝑚 = 1 

                      𝑉′
𝑚

𝑇
𝑌𝑚 − 𝑈′

𝑚

𝑇
𝑋𝑚  ≤ 0  

                   𝑉′
𝑚
𝑇

 𝑎𝑛𝑑 𝑈′
𝑚
𝑇

> 𝜀  (15)                                                                                                  

 DEA 29های دوگان مدل

 مسئله یک شود، می نامیده 30اولیه مسئله که خطی ریزی برنامه مسئلههر  خطی، برای ریزی برنامه نظریه بر اساس

ریزی مورد بحث در بخش  بنابراین، تمامی مسائل برنامه .دارد وجود مزدوج یا دوگان به نام دیگری مرتبط کاملاً ریزی برنامه

 کنند. ایفا می DEAها نقش مهمی را در رویکرد  قبل، دارای مسائل دوگان هستند. این دوگان

 قوانین از استفاده باعنوان مسئله اولیه در نظر بگیرید.  را به Aبرای بنگاه  DEAریزی حداکثرسازی ستانده  مسئله برنامه

 .کرد تعریف زیر صورت به را آن دوگان مسئله توان می ،دارد وجود خطی ریزی برنامه کتب در که معینی

  min 𝜃𝐴 
   𝑠. 𝑡    

  1.8 𝜆𝐴𝐴 + 0.2 𝜆𝐵𝐴 + 2.8 𝜆𝐶𝐴 + 4.1 𝜆𝐷𝐴  ≥ 1.8 
  8.6 𝜃𝐴 −  8.6 𝜆𝐴𝐴 − 2.2 𝜆𝐵𝐴 − 15.6 𝜆𝐶𝐴 − 31.6 𝜆𝐷𝐴  ≥ 0 

  1.8 𝜃𝐴 −  1.8 𝜆𝐴𝐴 − 1.7 𝜆𝐵𝐴 − 2.6 𝜆𝐶𝐴 − 12.3 𝜆𝐷𝐴  ≥ 0 
  𝜆𝐴𝐴, 𝜆𝐵𝐴, 𝜆𝐶𝐴, 𝜆𝐷𝐴 ≥ 0 

 𝜃𝐴 unrestricted  (16)                                                                                                                    

مرجع است. برای  DMUها و زیرنویس دوم متعلق به  DMUکه زیرنویس اول متغیرهای دوگان مربوط به تمامی  طوری به

 راحتی کار، ویرگول حذف شده است.

 های اولیه و دوگان موارد زیر را بیان کرد: توان در خصوص مدل ریزی خطی، می های پایه در برنامه تئوری بر اساس

 یه و دوگان با یکدیگر برابر است.ریزی خطی اول ارزش بهینه تابع هدف در مسئله برنامه 

  یه به تعداد ریزی خطی اول مسئله برنامهتعداد قیودDMU مسئله که تعداد قیود  ها بستگی دارد. در حالی
 ها بستگی دارد.  ها و نهاده دوگان به تعداد ستاندهریزی خطی  برنامه
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 تا دارد بستگی قیود تعداد به بیشتری حدود تاریزی خطی  میزان کارایی محاسبات انجام شده در مسائل برنامه 
 ریزی اولیه کاراتر هستند.  نسبت به مسائل برنامهریزی دوگان  بنابراین، مسائل برنامه .متغیرها تعداد

که در مدل اولیه  توان تفسیر کرد. در این خصوص، ابتدا باید گفت در حالی ( را می16مدل دوگان ارائه شده در رابطه )

 . پردازد ها می DMUهای  شود، مدل دوگان به تعیین بهینه وزن های بهینه مربوط به ستانده و نهاده تعیین می وزن

 اولین قید مربوط به مسئله دوگان عبارت است از:

  1.8 𝜆𝐴𝐴 + 0.2 𝜆𝐵𝐴 + 2.8 𝜆𝐶𝐴 + 4.1 𝜆𝐷𝐴  ≥ 1.8 

ها است. سمت راست آن نیز شامل ستانده بنگاه مرجع )در  های تمام بنگاه سمت چپ قید فوق بیانگر مجموع وزنی ستانده

ای انتخاب شوند که ترکیب وزنی تمامی  گونه ( است. این قید بیانگر این است که متغیرهای دوگان باید بهAاینجا بنگاه 

ها حداقل برابر با ستانده بنگاه مرجع باشد. شایان ذکر است که اگر یک بنگاه کارا باشد، این قید به  تمامی بنگاه  ستانده

های  ها دقیقا همان وزن رد. همچنین اگر یک بنگاه ناکار باشد، وزنصورت برابری اکید است و هیچ قید مازادی وجود ندا

 های همتا هستند.   مربوط به بنگاه

 دومین قید مربوط به مسئله دوگان عبارت است از:

  8.6 𝜃𝐴 −  8.6 𝜆𝐴𝐴 − 2.2 𝜆𝐵𝐴 − 15.6 𝜆𝐶𝐴 − 31.6 𝜆𝐷𝐴  ≥ 0 

تواند کمتر از  ها نمی های سرمایه تمامی بنگاه یب وزنی نهادهاین قید مربوط به نهاده سرمایه است. بر اساس این قید، ترک

 نهاده سرمایه بنگاه مرجع ضرب در کارایی آن باشد. 

 سومین قید مربوط به مسئله دوگان عبارت است از:

  1.8 𝜃𝐴 −  1.8 𝜆𝐴𝐴 − 1.7 𝜆𝐵𝐴 − 2.6 𝜆𝐶𝐴 − 12.3 𝜆𝐷𝐴  ≥ 0 

تواند کمتر  ها نمی های نیروی کار تمامی بنگاه این قید، ترکیب وزنی نهاده این قید مربوط به نهاده نیروی کار است. بر اساس

 از نهاده نیروی کار بنگاه مرجع ضرب در کارایی آن باشد.  

 32و پوششی 31ضریبی DEA های برنامه

دوگان  DEAاولیه و برنامه  DEAهای برنامه  واضح است که دوگان مدل دوگان، همان مدل اولیه است. بنابراین، عبارت

مورد استفاده قرار  DEAبندی  های جدیدی برای بیان نحوه فرمول های نسبی هستند. در حال حاضر عبارت عبارت

ضریبی نامیده  DEAهای  ( هستند، برنامهuو  vها ) ها و نهاده های ستانده که شامل وزن DEAهای  گیرند. برنامه می

 شوند.  پوششی نامیده می DEAهای  ها هستند، برنامه نگاههایی که مشتمل بر وزن ب شوند. همچنین، برنامه می

تر مورد بررسی قرار گرفت. یک فرم کلی برنامه  سازی نهاده پیش ضریبی حداکثرسازی ستانده و حداقل DEAهای  برنامه

DEA توان به صورت زیر بیان کرد: پوششی منطبق بر مدل ضریبی حداکثرسازی ستانده را می 

 min 𝜃𝑡 
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      𝑠. 𝑡 ∑ 𝑦𝑚𝑘𝜆𝑘

𝐾

𝑘=1

≥ 𝑦𝑡𝑠; 𝑚 = 1,2, 𝑆, 𝑀 

              ∑ 𝑥𝑛𝑘

𝐾

𝑘=1

 ≤ 𝜃𝑡 ; 𝑛 = 1,2, 𝑆, 𝑁 

           𝜆𝑘 ≥ 0;  𝑘 = 1,2, 𝑆, 𝐾  (17)                                                                                                    

 توان به فرم ماتریسی نیز بیان کرد: ا میریزی ر این مسئله برنامه

min 𝜃𝑡  
       𝑠. 𝑡   𝑌𝜆 ≥ 𝑌𝑡 
              𝑋𝜆 ≤ 𝜃𝑡𝑋𝑡   

             𝜆 ≥ 0; 𝜃𝑡free  (18)                                                                                                            

توان به صورت زیر بیان  سازی نهاده را می پوششی منطبق بر مدل ضریبی حداق DEAطور مشابه فرم ماتریسی برنامه  به

 کرد:

max 𝜓𝑡  
       𝑠. 𝑡   𝑌𝜇 ≥ 𝜓𝑡𝑌𝑡 

              𝑋𝜇 ≤ 𝑋𝑡   

             𝜇 ≥ 0; 𝜓𝑡free  (19)                                                                                                           

 پوششی نهاده محور و ستانده محور DEAهای  برنامه

های  هبا استفاده از حداقل نهاد  شود سطح معینی از ستانده پوششی مطرح است. در نوع اول، تلاش می DEAدو نوع برنامه 

پوششی  DEAشود. در نوع دوم که برنامه  پوششی نهاده محور نامیده می DEAمورد نیاز تولید شود. این برنامه، برنامه 

 ها تولید شود. ستانده محور نام دارد، تلاش بر آن است که حداکثر ستانده با استفاده از سطوح معینی از نهاده

طور مشابه، دوگان  اکثرسازی ستانده، برنامه پوششی نهاده محور است. بهتوجه داشته باشید که دوگان برنامه ضریبی حد

 سازی نهاده، برنامه پوششی ستانده محور است. برنامه ضریبی حداقل

مربوط به حالت یک نهاده تک ستانده را در نظر بگیرید. هنگام ترسیم نمودار  Dو  A ،B ،Cهای  اطلاعات مربوط به بنگاه

کند.  حداکثر ستانده را به ازای نهاده معین تولید می A(، قابل مشاهده است که بنگاه 2ستانده در مقابل نهاده )شکل 

کند. با ترسیم خطی که مبدأ را به  ا عمل میعنوان همت های ناکارا به بیشترین کارایی را دارد و برای بنگاه Aبنگاه  بنابراین،

A گیرند.  ها در سمت راست این خط قرار می توان مشاهده کرد که سایر بنگاه کند، می وصل می 
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 محور ستانده و محور نهاده پوششی DEA های برنامهرفتار : 2 شکل

 

 گیرد، به صورت زیر است.  مورد استفاده قرار می Bبرنامه پوششی نهاده محور که برای برآورد کارایی بنگاه 

  min 𝜃𝐵 
   𝑠. 𝑡    

  1.8 𝜆𝐴𝐵 + 0.2 𝜆𝐵𝐵 + 2.8 𝜆𝐶𝐵 + 4.1 𝜆𝐷𝐵  ≥  (برای ستانده)    0.2

8.6 𝜆𝐴𝐵 + 2.2 𝜆𝐵𝐵 + 15.6 𝜆𝐶𝐵 + 31.6 𝜆𝐷𝐵  ≤ 2.2𝜃𝐵  (برای نهاده سرمایه)    

  𝜆𝐴𝐵 , 𝜆𝐵𝐵 , 𝜆𝐶𝐵 , 𝜆𝐷𝐵 ≥ 0 

 𝜃𝐵  unrestricted  (20)                                                                                                                   

های مربوط به  همین دلیل وزن است. به Bهمتای بنگاه  Aبه منظور حل برنامه فوق در نظر داشته باشید که بنگاه 

 تأثیر ندارد(. بنابراین، Bهیچ بنگاه دیگری در کارایی بنگاه  Aصفر است )یعنی بجز بنگاه  Dو  Cهای  بنگاه

𝜆∗
𝐴𝐵 ≠ 0, 𝜆∗

𝐵𝐵 =  𝜆∗
𝐶𝐵 =  𝜆∗

𝐷𝐵 = 0     

𝜆∗
𝐴𝐵 = (

0.2

1.8
) =

1

9
     

𝜃∗
𝐵 = (

8.6 × 𝜆∗
𝐴𝐵

2.2
) = 0.434     

 عبارت است از Bمیلیون ریال ستانده، بهترین نهاده سرمایه قابل دسترس برای بنگاه  2/0همچنین، برای تولید سطح معین 

2.2 × 0.434 = 0.96     
نشان داده شده است. بدین ترتیب، قید تحمیل شده بر نهاده سرمایه، مقدار هدف را برای این  (2در شکل ) B1این نقطه با

به  ، حرکت این بنگاهBپوششی نهاده محور به منظور بهبود کارایی بنگاه  DEA. بنابراین، برنامه دهد نهاده به دست می

 کند.  سمت چپ را طراحی می

B1 

B 
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 را در نظر بگیرید.   Bاکنون برنامه پوششی ستانده محور برای برآورد کارایی بنگاه 

  max 𝜓𝐵  
   𝑠. 𝑡    

  1.8 𝜇𝐴𝐵 + 0.2 𝜇𝐵𝐵 + 2.8 𝜇𝐶𝐵 + 4.1 𝜇𝐷𝐵  ≥ 0.2𝜓𝐵    (برای ستانده) 

8.6 𝜇𝐴𝐵 + 2.2 𝜇𝐵𝐵 + 15.6 𝜇𝐶𝐵 + 31.6 𝜇𝐷𝐵  ≤  (برای نهاده سرمایه)    2.2

  𝜇𝐴𝐵 , 𝜇𝐵𝐵 , 𝜇𝐶𝐵 , 𝜇𝐷𝐵 ≥ 0 

 𝜓𝐵 unrestricted  (21)                                                                                                                   

 آید. بر اساس استدلال حالت نهاده محور، نتایج زیر به دست می  

𝜇∗
𝐴𝐵

≠ 0, 𝜇∗
𝐵𝐵

=  𝜇∗
𝐶𝐵

=  𝜇∗
𝐷𝐵

= 0     

𝜇∗
𝐴𝐵

= (
2.2

8.6
) = 0.256     

𝜓∗
𝐵

= (
1.86 × 𝜇∗

𝐴𝐵

0.2
) = 2.30     

 عبارت است از Bمیلیون ریال نهاده سرمایه، بهترین ستانده قابل دسترس برای بنگاه  2/2همچنین، با استفاده از 

0.2 × 2.30 = 0.46     
نشان داده شده است. بدین ترتیب، قید تحمیل شده بر ستانده، مقدار هدف را برای آن به دست  (2در شکل ) B0این نقطه با

به سمت بالا را  ، حرکت این بنگاهBپوششی ستانده محور به منظور بهبود کارایی بنگاه  DEAدهد. بنابراین، برنامه  می

 کند.  طراحی می

  پوششی نهاده محور و ستانده محور برای بهبود کارایی بنگاه DEAهای  های ارائه شده توسط برنامه ( طرح2در شکل )

 تر نشان داده شده است. واضح Dناکارا 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سپهری برادران خیابان چهلستون، خیابان آباد، یوسف تهران،: مرکزی دفتر

 واحد سوم غربی ،2 پلاک ،(چهاردهم)

 88050383: تلفن

 info@ befri.ac.ir ایمیل:

 www.befri.ac.ir سایت: وب

 اطلاعات تماس مؤسسه 


